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摘要：Aldous 和 Fill 定义了本征时间，它是一个网络全局特征，指的是从网络中任意节点 i 到达节点 j 的期望

时间。经典本征时间默认节点 i 回到自身的首达时间 H i, i = 0。但在一些研究领域，有必要考虑节点 i 回到自身

的首达时间，也就是 H i, i ≠ 0 的情况。由此，本文定义了一种修正本征时间，并给出了修正本征时间的公式、

及其与经典本征时间的关系。
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引言

本征时间(eigentime identity)是一个网络全局特征，

指的是从网络中任意节点 i 到达节点 j 的期望时间。本

征时间刻画了网络上节点间的通行时间，能够一定程度

上反应网络的通信交流效率。本征时间一词最早由美国

科学院外籍院士David Aldous和国际数理统计学会会士

Fill Jim [1]提出，他们在文中证明了本征时间是一个与初

始节点选取无关的定值，并且数值上等于归一化

Laplace 矩阵的非零特征值倒数和。沃尔夫奖得主、匈

牙利数学家 Lovász [2]用图谱理论方法同样证明了这一

结论。图谱理论中经常用到的 Laplace 矩阵，其还有许

多用处，例如用来计算网络上的基尔霍夫指数(Kirchhoff

index) [3]。

本征时间概念中提到的期望时间指的是首达时间

(hitting time 或 access time 或 first passage time，下文用

hitting time 指代)的期望。Hitting time 是一个与网络科

学相关的重要指标，在现实应用领域有许多重要用处。

例如在通信领域，可以研究通信网络上电子的分布及通

信传输时间，以衡量网络的通信效率；在网络安全领域，

可以用 hitting time 衡量模拟攻击者到防守端的攻击事

件的时间，以改进相关算法安全性。

本征时间有许多相关研究，在不同网络上研究网络

的本征时间往往能得到不同的有趣的结果。可逆马尔科

夫链通过编号可以视作简单的无向图网络，Mao[4]研究

了连续时间遍历马尔科夫链上的本征时间。还有一类经

常应用本征时间指标的网络是分形网络。顾名思义，分

形网络是一类具有分形特性的网络。因为分形对象具有

良好的自相似性，分形网络在局部拥有着整体网络相似

的性质，在此在网络规模扩大时能获得一定的规律性，

便于科学研究的展开。这是现实中复杂网络所不具备的

特性，因此分形网络是探究网络上本征时间的重要研究

对象。例如：Dai 等[5]研究了带权重的 Cayley 网络，

Ye-Gu-Xi[6]研究了分形花网络。一般网络的本征时间研

究则可能非常复杂，通常需要用程序模拟来研究。

本文第 2 节介绍相关基础知识，说明转移概率矩阵

与归一化 Laplace 矩阵特征值计算本征时间的区别；第

3 节考虑节点 i 到自身的 hitting time 不为 0 时的情况，

得到修正本征时间以及它和经典本征时间之间的关系。

1 相关基础知识

给定图G = V,E ，其中V = 1,2, ⋯, n 为节点集合，

E 为边集合。定义图 G 的邻接矩阵 A = Aij ，节点 i 的

度 d i = j Aij� ， 总 度 数 d = i d i� ， 度 矩 阵 D =

diag d 1 , d 2 , ⋯, d n 。

图 G 的概率转移矩阵 P = D−1A = pij ，归一化

Laplace 矩阵

M = D−1
2 D − A D−1

2 = I − D−1
2AD−1

2 = Mij .

由定义有 M = D
1
2 I − P D−1

2，M 和 I − P 相似。

在平稳分布状态下，节点当前状态分布在经过转移

后能够保持不变。记平稳分布π = π 1 , π 2 , ⋯, π n
T
，

则需满足条件 πTP = πT

1Tπ = 1
, 其中 1 表示 1,1, ⋯, 1 T。对于

连通、非二部图来说
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π i =
d i

d
, i = 1,2, ⋯, n. 1

满 足 平 稳 分 布 的 要 求 ， 由 1 得 到 的

π 1 , π 2 , ⋯, π n
T
就是图 G 上的一个平稳分布。

用记号 H i, j 表示从节点 i 到节点 j 的 hitting time。

经典本征时间[1]要求 H i, i = 0，即一个节点自身到自

身的 hitting time 为 0。
记经典本征时间为 ET，其定义为

ET =
s,t

π s π t H s, t� ,

即以平稳分布概率选取任意两个节点 s, t 的 hitting
time H s, t ，遍历所有节点。在 [1]中均已证明 ET =

k=2
1

1−λk
� ，其中λk是转移概率矩阵 P 的特征值。记 ETs =

t π t H s, t� ，[1]证明：ETs是一个与初始点 s 选取无关，

只与转移概率矩阵特征值相关的定值 k=2
1

1−λk
� 。

在本征时间的应用[4]中，通常使用 ET = k=2
1
λk

� 来

计算网络的本征时间。注意，这里的λk是归一化 Laplace

矩阵 M 的特征值。因为 M 和 I − P 相似，M 的特征值λM

相对应于 I − P 的特征值 1 − λP，这保证了两种定义的

一致性且方便计算。下文用 M(或 I − P)的特征值λk计算

本征时间。

2 H i, i ≠ 0 时的本征时间

在一些研究领域，有必要考虑节点 i 回到自身的首

达时间，即 H i, i ≠ 0 的情况。这意味着节点 i 从自身

出发，先去往别的节点后再返回自身。下面沿用[2]中得

到 hitting time 的方法，得到 H(i, i) ≠ 0 时的 hitting time

以及在此基础上得到修正本征时间。

根据重期望公式有

H i, j = pij × 1 +
k≠j

pik 1 + H k, j� = 1 +
k≠j

pik� H k, j

写成矩阵形式为

H = J + P H − A = J + PH − PA (2)

这里 J 是全为 1 的 n 阶矩阵，即 J = 11T；A 是由 H

的主对角线构成的矩阵，即

A = diag H 1,1 , H 2,2 , ⋯, H n, n .

在 2 等式两边同时左乘πT，将会得到

1T = π 1 H 1,1 , π 2 H 2,2 , ⋯, π n H n, n ,

由此算得 H i, i = 1
π i

= d
d i

和 A = dD−1。若将图视

为马尔科夫过程，则此结论与节点的返回时间相符合。

于是等式 2 可以改写成

I − P H = J − dPD−1 (3)

求解(3)式中的 H 转而为求解方程组

I − P X = J − dPD−1

X i, i =
1

π i
, ∀i ∈ V

(4)

观察 4 式与[2]求解过程中得到的方程组

I − P X = J − dD−1

X i, i = 0, ∀i ∈ V

发现两者在 X i, j , i ≠ j 处是同解的，后者的解形

式为

H i, j = d
k=2

n
1
λk

vkj
2

d j
−

vkivkj

d i d j
� , i ≠ j

0, i = j

,

因此方程组 4 的解具体形式为

H i, j =
d

k=2

n
1
λk

vkj
2

d j
−

vkivkj

d i d j
� , i ≠ j

d
d i

, i = j

,

其中vki是 M 的λk特征值对应的单位正交向量的第

i 个分量。

最后求解 H i, i ≠ 0 时的本征时间，由于是同解，

结论也是类似。定义修正本征时间为ET�，有

ETi� =
j

π j H i, j� = π i H i, i +
j≠i

π j H i, j�

= 1 + ETi = 1 +
k=2

1
λk

� ,

ET� =
i

π i ETi�� = 1 +
k=2

1
λk

�
i

π i� = 1 +
k=2

1
λk

� ,

这就是本文的两个主要定理。

定理 1. [修正本征时间与经典本征时间的关系]

H i, i = 0 时的修正本征时间ET�等于 H i, i = 0 时的经

典本征时间 ET 加 1，即 ET� = 1 + ET。

定理 2. [运用特征值计算修正本征时间] 修正本征

时间

ET� = 1 + ET = 1 +
k=2

1
λk

�

其中λk是归一化 Laplace 矩阵的特征值。
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3 总结

本文介绍了本征时间的研究背景与基础知识。经典

本征时间 ET 要求 H i, i = 0，本文考虑 H i, i ≠ 0 时的

修正本征时间ET�。得到了修正本征时间的表达式ET� =

1 + k=2
1
λk

� 以及关系式ET� = 1 + ET。
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