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二维箱型水平井渗流模型的构造解法
袁铭聪 李伟（通讯作者）

西华大学应用数学研究所，四川成都，610039；

摘要：水平井具有提高油井产量，适应复杂地质条件等优势，在许多油田上都得到广泛的应用，对于高效开发油

田具有重大意义。我们对二维水平井渗流模型进行研究，减少了复杂性，在早期阶段或在对地质情况较为简单的

区域，二维模型能够帮助我们快速获得基本的结果，从而节省时间和成本。本文利用相似构造法求解了二维水平

井渗流模型在不同边界影响下的半解析解，具体研究内容如下：综合运用有限 Fourier 正余弦变换和 Laplace 变

换，结合油气藏渗流模型的构造理论，分别考虑顶底不渗透边界和恒压边界组合的四种情况，以及井筒水平垂向

方向的三种边界条件情况，求得了具有连分式形式的解式，发现了全新的水平井核函数G。最后利用 Stehfest

反演将该解由 Laplace 空间反演到实空间,画出特征曲线,进而实现了储层参数对解的影响分析。这项研究不仅为

编制试井分析软件提供了便利，提高计算效率，并且对水平井的求解提供了一种新的方法。
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引言

水平井作为一种高效的油井，以其显著提高油井产

量、适应复杂地质条件的特性，在众多油田中得到了广

泛的应用。通过深入研究水平井的边值问题，可以更加

准确地预测油井产能与产量，有助于优化油田的开发方

案，提高石油资源的采收率，从而实现油田的高效开发。

在国内外已经有许多对水平井渗流模型的研究。早在1

987 年 Goode
[1]

等已经对箱型油藏水平井的压力恢复和

压降试井分析模型进行了研究，得到了时间与压力的半

对数关系曲线。Ozkan
[2-3]

等人提出的水平井模型得到了

广泛应用，涵盖了盒状和圆柱形油藏。他们使用格林函

数进行求解，获得了不同油藏在各种边界条件下的解的

表达式。1994 年，李晓平
[4]
利用杜哈美原理建立了考虑

井筒储存和表皮效应影响时该类水平井不定常渗流的

数学模型，作出了水平井的无因次压力及压力导数典型

曲线，为水平井试井分析打下了理论基础。2019 年，姜

瑞忠
[5]
等建立了考虑非线性系数的双重介质低渗透油藏

水平井试井新模型,用有限元方法进行求解,绘制试井

典型曲线,对数值解的正确性进行验证。2022 年吴明录
[6]

建立了双重孔隙介质三区复合油藏稠油热采水平井试

井模型，对裂缝性稠油油藏中蒸汽吞吐水平井的压力动

态进行预测。

2006 年，李顺初等[
7-8]
获得了复合型 Bessel 方程组

定解问题和复合变型 Bessel 方程组定解问题解的相似

结构，该研究为相似构造法的进一步发展与研究打下了

很好的理论基础，该方法可以引入到渗流模型的求解当

中。2006 年至 2008 年，郑鹏社、徐昌学、李顺初
[9-15]

等人建立了三种外边界条件下的复合油藏、分形复合油

藏和复合双孔介质油藏试井分析模型，这个模型将井筒

储集和表皮效应考虑在内。油藏在不同的外边界条件下

解的表达式具有相似结构，不同的外边界条件对应不同

的相似核函数。2013年，李顺初
[16]
等人得到了分形油藏

球型渗流模型的相似构造解。同年李顺初
[17]
等人又研究

出分形油藏双孔渗流模型的相似构造解，为分形油藏的

进一步产量研究打下良好的基础。2020 年，张红丽
[18]

引入弹性外边界，求得了弹性外边界下均质球向流油藏

问题解的相似结构。相似构造法在渗流力学研究领域获

得了广泛应用，并促进了石油工程中试井分析软件的研

制开发。

在前人的研究基础上，本文旨在深入探讨和分析二

维水平井在不同边界条件下的模型，将相似构造法引入

到二维水平井模型求解当中。利用 Fourier变换、Lapl

ace 变换和相似构造法求解后，进一步考虑井筒储集与

表皮因子的影响，得到平均地层压力解的连分式解式，

发现水平井和直井的连分式解式中的核函数并不相同，

不同的顶底边界条件对应不同的核函数G。最终利用 S
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tehfest数值反演法将 Laplace域的解反演到实空间中，

并绘制了双对数曲线图版进行敏感性分析，证实了方法

的可行性。该方法可以避免冗长的计算过程，简化试井

软件编译的过程，为水平井模型求解提供新思路。

1 二阶齐次常微分方程的相似构造方法

对于如下一类二阶线性齐次常微分方程的边值问

题：

   
 

0

[ 1 ]
[ ] 0

x a

x b

y p x y q x y

Ey EF y D
Gy Hy





   


  
  

(1)

其中 D，E，F，G，H，a，b均为已知的实常数，且
2 20, 0,D G H a b   

； 已 知 函 数

   1 2( ) , , ( ) ,p x C a b q x C a b 
。

假设 1 2( ), ( )y x y x
是边值问题（1）式中的定解方

程的两个线性无关的解，引入二元函数：

         0 0 1 2 2 1, x y y x y y x    ， (2)

并记：

           1 0 0 0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x     

    
， ， (3)

           0,1 0 0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

         
 ， (4)

             
2 2

1 1 0 0 0 0 1 2 2 1, , ,x x x y y x y y x
x x

       
 
        
   ， ， ， (5)

以上定义的二元函数具有重要的作用，这里我们把

它称作引解函数。利用它们我们可以构造出边值问题式

的解析解。

定理 1 若边值问题（1）式有唯一解，则其解可以

表示为如下连分式形式：

 

 
   1 1

1y x D x
F aE

F a

   




(6)

这里的连分式形式我们称作边值问题（1）式解的

相似结构。

其中：

   
   

0,0 0,1

0,1 1,1

, ,
( ) ( )

, ,
G x b H x b

y x x
G a b H a b
 
 


  


(7)

这里我们叫做解的相似核函数。因此，我们很容易

通过代数的方法构造与（1）式相等价的渗流方程的解

析解。

2 渗流模型的建立

2.1 物理模型

图 1 箱型地层二维水平井物理模型

图 2 二维水平井井筒截面图

本文研究的模型为箱型地层的二维水平井，物理模

型如图 1所示，井筒截面图如图 2所示。为了使模型更

具体，做以下的假设和描述：

（1）井筒半径为 wr ，初始地层压力为 0P 。



聚知刊出版社 科技创新发展
JZK publishing 2025年2卷10期

328

（2）顶底方向井筒长度为 2 1y yL L 。

（3）微可压缩具有恒定的粘度和可压缩系数，单

向流动服从达西定律。

（4）忽略重力和毛细血管力的影响，考虑井筒储

集与表皮因子。

（5）渗透率符合各向异性。

2.2 数学模型

二维水平井的渗流方程表示为：

2 2

02 2x y t
P P PK K C
x y t

  
 

  
(8)

初始条件：

 , ,0 0P x y  (9)

产量条件：

w2
wx r x

P V
x k






 


 1 2y y y  (10)

顶底方向边界条件：

00,
0,

0 00
0

0

0 0

y h
y h

y y h
y h y

PP P
y

P PP P P P
y y




 
 


 



 
   

 

或

或 ， 或 ，

(11)

垂直井筒方向边界条件：

边界无穷大时 0x
P P




边界定压时 0x a
P P




边界不渗透时 0
x a

P
x 





(12)

2.3 数学模型的无量纲化

定义如下无因次变量：

 0
2 x w

D
K LP P P
Q



  ； 2

x
D

t w

Kt t
C r 

 ；

2
t2D
w w

CC
CL r

 ；
y w

x

K r
K h

  ；

2 w w
wD w

r LV V
Q


 ； D

w

xx
r

 ； D
yy
h

 ；

式中：K为油藏渗透率，
2m ;h 为油层厚度，

m; 为流体黏度，mPa·s; DC 为井筒储集系数，无因

次；S为表皮系数，无因次;
*
wD
p 为水平井平均压力。

则式（8）-（12）无量纲量化形式如下：

2 2
2

2 2

D D D

D D D

P P P
x y t

  
 

  
(13)

 , ,0 0D D DP x y  (14)

 1 2
1

2
D

D
wD D D D

D x

P V y y y
x






  


(15)

0,1
0,1

0 0
D

D

D
D
y

D y

PP
y




 


或

10
1 0

0 0 0 0
DD

D D

D D
D D

yy D Dy y

P PP P
y y 

 

 
   

 
或 ， 或 ，

(16)

0
D

D
x

P




0
D

w

D ax
r

P




0
D

w

D

aD x
r

P
x 





(17)

式（13）-（17）为二维箱型水平井的无因次模型。

3 数学模型的求解及相似结构

考虑水平井顶底不渗透边界和恒压边界组合的四

种情况下的渗流方程，对（13）-（17）式构成的无因

次渗流模型中变量 Dy 作有限 Fourier正余弦变换。

有限 Fourier正余弦变换：

    

    

, ,

, ,

b

s D D D D D D D Da
b

c D D D D D D D Da

F P x y t sin k x P dx P

F P x y t cos k x P dx P





   

   




变换后的渗流方程和产量条件如下：

情形一：顶底为恒压边界时，我们采用有限 Fouri

er 正弦变换，变换核为 sink x 。
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
  

2
2

2 mD D
D

D D

P PP
x t

  
 

 
(18)


   

1
2

D

WDD
2D 1D

D x

VP cos m y cos m y
x m

 



    

(19)

情形二：顶底为不渗透边界时，我们采用有限 Fou

rier 余弦变换，变换核为cosk x 。


  

2
2

2 mD D
D

D D

P PP
x t

  
 

 
(20)


   

1
2

D

WDD
2D 1D

D x

VP sin m y sin m y
x m

 



   

(21)

情形三：底部为恒压边界顶部为不渗透边界时，我

们 采 用 有 限 F o u r i e r 正 弦 变 换 ， 变 换 核 为

 
D

2m -1
sin y

2
 

 
 

。

 22
2 2

2

2m-1
2

D D

D D

P P
x t

       
(22)



1
2 1

D

WDD
2D 1D

D x

VP 2m-1 2m-1cos y cos y
x m 2 2

 


                

(23)

情形四：顶部为恒压边界底部为不渗透边界时，我

们采用有限 Fourier余弦变换，变换核为

 
D

2m -1
cos y

2
 

 
 

。

 22
2 2

2

2m-1
2

D D

D D

P P
x t

       
(24)



1
2 1

D

WDD
2D 1D

D x

VP 2m-1 2m-1sin y sin y
x m 2 2

 


                

(25)

四种情形下的垂直井筒方向边界条件统一如下：

 0
D

D
x

P




 0
D

D ax
rw

P





0

D

D

D ax
rw

P
x







(26)

（18）-（26）式为 Fourier 变换后的模型，进一

步对该模型中的 Dt 进行Laplace 变换。

Laplace变换公式：

      
0

stF s L f t f t e dt
   

Laplace 变换后顶底方向顶底不渗透边界和恒压边

界组合的四种情况下的渗流方程和产量条件：

情形一（顶底为恒压边界时）：


  

2
2

2 0D
D

D

d P m s P
dx

      (27)



1D

D

D x

dP
dx



    
2
WD

2D 1D
V cos m y cos m y
m

 


   

(28)

情形二（顶底为不渗透边界时）：


  

2
2

2 0D
D

D

d P m s P
dx

      (29)



1D

D

D x

dP
dx



    
2
WD

2D 1D
V sin m y sin m y
m

 


  

(30)

情形三（底部为恒压边界顶部为不渗透边界时）：

 
22

2 2
2

2 1 0
2

D
D

D

d P m s P
dx

 
      

   
(31)



1
(2 1)

D

WDD
2D 1D

D x

VdP 2m-1 2m-1cos y cos y
dx m 2 2

 




              

(32)

情形四（顶部为恒压边界底部为不渗透边界时）：

 
22

2 2
2

2 1 0
2

D
D

D

d P m s P
dx

 
      

   
(33)
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

1
(2 1)

D

WDD
2D 1D

D x

VdP 2m-1 2m-1sin y sin y
dx m 2 2

 




              
(34)

四种情况下的垂直井筒方向边界条件统一如下：

 0
D

D
x

P




 0
D

D
ax
rw

P





0

D

D

D ax
rw

P
x







(35)

（27）-（35）式为二阶常微分方程边值问题，可

以用相似构造法求解。为了方便做构造法，我们假设出

一个关于 m，s的函数 f，顶底方向边界条件不同时，f

不同。

情形一：顶底为恒压边界时，令

 2f m s  

情形二：顶底为不渗透边界时，令

 2f s m  

情形三：底部为恒压边界顶部为不渗透边界时，令

2
2 22 1

2
mf s    

 

情形四：顶部为恒压边界底部为不渗透边界时，令

2
2 22 1

2
mf s      

 

则方程的两个线性无关的特解为一对指数函数：


1

xDf
DP e 和


2

xDf
DP e

构造引解函数

     D( , x ) 2D Df x f x
De e sinh f - x          0,0

 D D( ,x ) ( ,x ) 2 Dfcosh f - x    



    1,0 0,0

 D D( ,x ) ( ,x ) 2 D
D

fcosh f - x
x

    
    0,1 0,0

 
2

2
D D( , x ) ( , x ) 2 D

D

f sinh f - x
x

    



      1,1 0,0 (36)

引解函数为双曲正余弦函数。

构造相似核函数：

 
0,0 1,0

0,1 1,1

, ,
,

1, 1,

D D
w w

D

w w

a aG x H x
r r

x S
a aG H
r r

 

 

   
   

    
   

   
   

对应不同垂直井筒方向边界条件下的相似核函数为  ,Dx s ：
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 ,Dx s 

 





w

1

ax
r

1 x

0

0

D

D

D
w

f x
D

D
w

D

w

D
w D

D ax
r

w

e
f

asinh f x -
r

P
afcosh f 1 -
r

acosh f x -
r P

xafsinh f 1 -
r

 









   



  
  

    
  
     

   
   

             

当 时

当 时

时

(37)

将得到的相似核函数代入到构造法连分式解中可以得到顶底方向边界条件不同时，四种情形下的解。

情形一：

        ,
x ,

2
wDD

D D 2D 1D

x s V
P s cos m y cos m y

m
 




     (38)

情形二：

        ,
x ,

2
wDD

D D 2D 1D

x s V
P s sin m y sin m y

m
 




    (39)

情形三：

    ,
x ,

(2 1)
wDD

D D 2D 1D

x s V 2m -1 2m -1P s cos y cos y
m 2 2

 


                
(40)

情形四：

    ,
x ,

(2 1)
wDD

D D 2D 1D

x s V 2m -1 2m -1P s sin y sin y
m 2 2

 


               
(41)

对（38）-（41）式依次做 Fourier正余弦逆变换：

         
1

,
, , wDD

D D D 2D 1D D
m

x s V
P x y s cos m y cos m y sin m y

m
  







 
     (42)

         
1

,
, , wDD

D D D 2D 1D D
m

x s V
P x y s sin m y sin m y cos m y

m
  







 
    (43)

   
1

2 ,
, ,

(2 1)
wDD

D D D 2D 1D D
m

x s V 2m-1 2m-1 2m-1P x y s cos y cos y sin y
m 2 2 2

  






                       
 (44)

   
1

2 ,
, ,

(2 1)
wDD

D D D 2D 1D D
m

x s V 2m-1 2m-1 2m-1P x y s sin y sin y cos y
m 2 2 2

  






                      
 (45)

若考虑井筒储集和表皮效应：

1

*

wD
D wD

D

wD wD wD

dPC V
dt

P P SV

 

 
(46)

其中， *wDp 为水平井平均压力，具体表示如下：

 1

22 1

1* , ,D

D

y

wD D D D D Dy
D D

P P x y t dy
y y


 

(47)

其中：
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 2 1 2 1

2 1
2 1

1

,

D D

D D

y y Ly Ly
h

Ly Lyy y
h h

  

 

对（46）式做 Laplace 变换并根据（46）-（47）

式可得 Laplace 空间下 wDV
和

*wDP 的表达式为：

1
wD D wDV C sP

s
  (48)

0
Dts

wD wD DP e P dt
    (49)

将（42）-（45）式代入（49）式得到：

 *wD wD mP V G s  (50)

其中，  mG s 根据顶底方向的边界条件不同取值

也有所不同，分为以下四种情形：

情形一：

        2

2 2
1

0,
2m 2D 1D

mw

shG s cos m y cos m y
r m

 







   

情形二：

        2

2 2
1

0,
2m 2D 1D

mw

shG s sin m y sin m y
r m

 







   

情形三：

   
 

2

22
1

0,
2 1

m 2D 1D
mw

sh 2m -1 2m -1G s cos y cos y
r 2 2m

 






               


情形四：

   
 

2

22
1

0,
2 1

m 2D 1D
mw

sh 2m -1 2m -1G s sin y sin y
r 2 2m

 






               


根据（48）（50）式可得：

1 1
1wD

D
m

P
s C s

G S






(51)

（51）式为考虑井筒储集效应和表皮效应的井底压

力的 Laplace空间解。

4 参数对解的影响分析

在上一节当中，通过相似构造法求得了 Laplace域

下的井底平均压力解。本节利用 Stehfest 数值反演方

法将 Laplace域中的解反演到实空间，并绘制特定边界

条件下（垂直井筒方向边界无穷大、顶底边界恒压）的

双对数图版，作出压力和压力导数的特征曲线，分析参

数团
2S

DC e
对特征曲线的影响。

图 3 参数团

2S
DC e

对无量纲井底压力 wDP 及其导数的影

响

图 3可以看出，参数团
2S

DC e 对无量纲压力曲线的

影响主要产生在早期流动阶段，随着
2S

DC e 值的增大，

曲线趋于平稳的时间越晚。导数曲线出现峰值后，压力

曲线变得平缓，而晚期压力动态与不考虑井筒储存时水



科技创新发展 聚知刊出版社
2025年2卷10期 JZK publishing

333

平井晚期压力动态相同，与理论分析完全吻合。

由于本文研究模型为二维水平井，变量的减少导致

无量纲井底压力导数曲线在流动后期出现震荡。但仍可

以观察出，
2S

DC e 越大，压力导数曲线的峰值越高且峰

值出现的时间越迟。

5 结论与认识

（1）本文首次将构造法理论运用到二维水平井中，

利用 Fourier变换、Laplace变换得到了在四种顶底边

界条件下，考虑井筒储集和表皮因子下的压力 Laplace

域下的精确解，拓宽了相似构造法的应用范围，为水平

井模型的求解提供了新思路。

（2）得到了四种顶底边界条件下压力的统一连分

式，相比于直井的连分式解式，发现解式形式相同，而

核函数并不相同。可以看出，全新的核函数G包含了
这个相似核函数，且不同的顶底边界条件对应不同的

G。这个统一的连分式表达式对于编制试井分析软件，

可以起到事半功倍的效果。

（3）从井底压力统一连分式解的相似结构中，能

够容易地分析出井筒储集系数、表皮因子等对井底压力

解的影响。
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